6 Kreis und Ellipse

6.1 Ellipsendefinition

Ortsdefinition
Die Menge aller Punkte P, deren Abstdnde von zwei festen Punkten F; und F, konstante
Summe |F;P| + |F,P| haben, ist eine Ellipse.

Nach Einfiihrung eines geeigneten kartesischen Koordinatensystems (siehe oben) erhalten wir
folgende GroRRen und Gleichungen:

Hauptachsenlange 2a, Nebenachsenléange 2b, Abstand der Brennpunkte |FiF;| = 2e, e heilit
lineare Exzentrizitat.

|FiP| + |FoP| =11 + I =2a = (I + |)? = 4a? @

e2+bh2= a2=>e?=a2-p? (2)

Fur die Koordinaten (X, y) eines Ellipsenpunktes P ergibt sich damit:
[12= (e +x)?2+y2und |2 = (e - x)? + y?

= 112+ 1,2=2(e2 + x2 + y?) und 3
112 - 1,2 = 4ex 4)
@)= (h+1L)1-1)=dex = (I1 + 12 (11 - Iy)? = 16e2x? (5)
1) = 112+ 2l + 12 =482 = 2(e? + X2 + y?) + 2l1l, = 4a? (3) eingesetzt

= 2l1l; = 4a? - 2(e? + x2 + y?)

Damit ergibt sich fur

(lh=1)2=12- 21, + 1,2 = 2(e2 + X2 + y?) - 4a2 + 2(e2 + X2 + y2) = 4(e2 + X2 + y?2 -a?).
Dies und (1) setzen wir in (5) ein:

432 - 4(e? + X2 + y2 -a2) = 16e2x?

Daraus und aus (2) schlie3en wir

16a%(-b? + x2 + y?) = 16 (a2 - b?)x?

= a?h? - a2y?2- b2 =0

= a2y? + b2x2 = a2b?

=

Mittelpunktgleichung
2 2

x_2+y_2 =1

a b
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6.2 Die Ellipse als Normalprojektion des Kreises

Wir betrachten einen Kreis k, der in einer zweitprojizierenden Ebene liegt. C sei tiefster, D
hdchster Punkt von k bezlglich der Grundrissebene n; = k™ = C"D".

Sei weiterhin AB der Kreisdurchmesser, der senkrecht zu m, steht = A" = B" = M".
Die Tangenten an k in den Punkten A, B, C, D ergeben ein Quadrat, was im Grundriss als
Rechteck A'B'C'D' mit den Seitenlangen 2a und 2b erscheint.

D"

}/
M"=A"=B" & | |\ (P (k")

l
i

Sei nun P" € k", gesucht ist der Grundriss P'.
Losung durch Paralleldrehen zur Grundrissebene:
kll, MI, Mll’ X12

(k") := Par(M", X12)
(k) :=Z(M',r=a)
P":=W(P, P € k")
ki :=Z(M", [M"P"|)
(P") := Sa(ky, (K"))
01 := O((P"), X12)
(P :=Sy((k'), 01)

p := Par((P), X12)

02 := O(P", X12)
pP' = Sl(p, 02)
P

Heidrun Kohler, Institut fir Mathematik und Informatik 39



Analytische Betrachtungen
Sei ein Kartesisches Koordinatensystem und die Winkel o und y wie in der Abbildung oben
eingefihrt. Gesucht sind die Koordinaten (x, y) von P".
Es gilt
cos;xzi, sin;/:l, cosa:llz y
r r y' r-siny
= X=r-cosy und y=r-siny-cosa
Durchlauft der Winkel y das Intervall [0, 2], so beschreibt P' die Kurve k' vollstandig, und es
2 2
gilt coszy+sin2 ;/zx—2+2y—2:1.
r< r<.cos”a
Daraus folgt, dass es sich bei der Kurve um eine Ellipse mit der Hauptachsenlange a = r und
der Nebenachsenldnge b = r- cos a handelt. Daraus ergibt sich eine weitere Darstellungsform

der Ellipse, namlich die

Parameterdarstellung
X=a-CoSy
y=Db-siny

Folgerungen

o Die Normalprojektion eines Kreises ist eine Ellipse

o Zwischen Kreis und Ellipse besteht ein perspektiv affiner Zusammenhang
hier speziell: x-Achse = Affinitatsachse und y-Achse = Affinitatsrichtung

6.3 Ellipsenkonstruktionen

Es gibt punktweise und mechanische (kinematische) Ellipsenkonstruktionen. Aus der Ortsde-
finition ergibt sich unmittelbar eine Moglichkeit zur punktweisen Konstruktion und daraus
entwickelte sich die Fadenkonstruktion, die auch als Gartnerkonstruktion® bezeichnet wird.

Fadenkonstruktion (mechanisch)

Gegeben: Fixpunkte (z. B. Holzpflocke) Fi1, F, und Faden der Lange 2a > |F1F,|, der an den
Enden an den Pflocken befestigt ist. Mit einem weiteren Gegenstand wird nun bei gespanntem
Faden die Ellipse erzeugt.

! Apollonius von Perge, 262 — 190 v. u. Z.
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Zweikreiskonstruktion (punktweise)
Gegeben: a,b (z.B.a=4cmund b =2,5cm)
Gesucht: Ellipse mit den Halbmessern a und b

AY

Konstruktionsbeschreibung

KS (O; x, y)
a,belR’
ko :=Z(0O, a)
ki:=2Z(0, b)
Po = W(P, Pe ko)
g := L(Po, O)
P]_ = Sz(kl, g)
p := Par(Py, X)
| := Lot(Po, X)
P:=Si(p, 1)
v
P
Behauptung:

P ist Punkt der Ellipse mit der Hauptachsenldnge 2a und der Nebenachsenlange 2b.
Beweis: Fur die Koordinaten X, y des Punktes P gilt: x =a - cos y und y = b - sin y. Das ist die
Parameterdarstellung der Ellipse.
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Papierstreifenkonstruktion (mechanisch)

Aus der Zweikreiskonstruktion lassen sich zwei verschiedene Papierstreifenkonstruktionen
ableiten:

Geg.:a,b

: . Strecke a-b

- Strecke a+b

——— g e
R 2 P F SZ

Anwendung der Streifen
in zwei Varianten!

Ry

2

Die Punkte Rjund S; (i = 1, 2) lasst man auf der y- bzw. x-Achse des Koordinatensystems
gleiten und P beschreibt dann Ellipsenpunkte.

2 Grafik aus den Sachverhaltsvorgaben zur Darstellenden Geometrie, Padagogische Hochschule Potsdam, 1988
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6.4 Ellipse und Gerade

Aufgabe 1:

Gegeben: Hauptachsenldnge 2a (z. B. a = 3) und Nebenachsenléange 2b (z. B. b = 1,5) einer
Ellipse k und eine Gerade g

Gesucht: Schnittpunkt von g und k (ohne k selbst zu konstruieren)

Hilfsmittel zur Losung: perspektiv affiner Zusammenhang zwischen Ellipse und Hauptschei-
telkreis mit Affinitatsachse = Hauptachse und Affinitatsrichtung = Nebenachse

Losungsidee: Urbild ko von k und Urbild go von g konstruieren, ko m go = {Po, Qo}, Bildpunk-
te P, Q zu Py und Qo konstruieren; dies sind die gesuchten Schnittpunkte der Geraden mit der
Ellipse.

Konstruktionsbeschreibung
ABCD, |AB| = 2a, |fD| =2b, g(A,B) Lg(C,D), g

f:=L(A, B)

I:=L(D, C)

M := Mittelpunkt( AB)
Ko :=Z(M, a)

E:= Sl(gv f)

h :=Par(D, g)
F:=Si(h, f)

Do = Sz(ko, |)

ho = L(F, Do)

go .= Par(E, hp)
{Po, Qo} := Sz(ko, 9o)

|1:: Lot (Po, f)

I, := LOt(Qo, f)

P:= Sl(|1, g)

Q :=S8u(l2, 9)
P, Q
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Aufgabe 2:

Gegeben: Hauptachsenldnge 2a (z. B. a = 3) und Nebenachsenléange 2b (z. B. b = 1,5) einer
Ellipse k und ein Punkt P ¢ k.
Gesucht: Tangenten von P an k.

/ll Al A7 M B\ 1N f

Konstruktionsbeschreibung

ABCD, |AB| = 2a, [CD| = 2b,
g(A,B) Lg(C,D),P

f:=L(A, B)

I :=L(D, C)

M := Mittelpunkt( AB)
ko := Z(M, a)

Po :=p. a. Urbild(P; f, I)

So, to:= Tangenten(Po, ko) (Konstruktion mittels Thaleskreis Uber Strecke MPy)
s, t:=p. a. Bilder (S, to; f, I)

s, t
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6.5 Darstellung von Drehkérpern

Beispielaufgabe®
Gegeben: Grund- und Aufriss der Achse MN (z. B. M(4, 3, 7) und N(2, 8, 2)) und der Radius

r (= 2) eines Zylinders in allgemeiner Lage.
Gesucht: Darstellung des Zylinders in senkrechter Zweitafelprojektion.

X712

Konstruktionsbeschreibung
g(M, N), r € IR

v := Normalebene zu g durch M (durch Paar von Hauptlinien hy, hy)
ki:=Z(M'; 1)

A, B = Sz(kl, hll)

A", B" := Aufriss(A', B")

ko :=Z(M"; r)

P", Q" = Sz(kz, hz“)

P, Q" := Grundriss(P", Q")

k' := Papierstreifenkonstruktion(A', B', P', Q")

K" .= PapieIstreifenkonstruktion(A", B", P", Q")

k', k"

® Grafik aus: E. Schroder: Darstellende Geometrie, Verlag der Wissenschaften, Berlin 1974, S. 111
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