Mathematik fur Informatiker | 2 Relationen und Abbildungen

2 Relationen und Abbildungen

Grundlagen

Definition  Rist (binére) Relation zwischen M undN: U Ri M~ N.
Rist (bindre) Relation inM: U Ri M~ M.

Schreibweisen: (x,y) T Roder x Ry oder R(x, Y)

Beispiele:

1. M={1,23,4,56}; R={(1,3),(1,4),(2,4),(3,5),(3,6), (4,6),(1,1), (2, 2), (3, 3,
(4,4), (5 5)}

2. M =Mengealer Menschen; R ,ist Vater von’

3. M =Mengeadler natiirlichen Zahlen ={0, 1, 2, ...} ; R: £-Relation

4. Inklusion von Mengen

Definitionen Eigenschaften von Relationen

SeenRi M~ M undx,y, z Elemente aus M.

Rist reflexiv: U f.a xgilt: x Rx.

Ristirreflexiv: U fir keinx gilt x R x.

Rist symmetrisch: U f.a x, ygilt: xRyP yRx.

Rist antisymmetrisch: U f.a x, ygilt: xRyundyRxpP x=y.
Risttransitiv: U f.a x y, zgilt: xRyundyRzP xRz
Ristlinear: U f.a x, ygilt: xRy oder yRx.

(Aufgabe: Einordnung der obigen Beispiele)
Aquivalenzrelationen

Definition
Eine Relation Rist Aquivalenzrelation inM: U Rist reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Beispiele:

1. M =Mengealler Menschen; R ,ist am gleichen Tag geboren wie

2. M = Menge dler natiirlichen Zahlen; x Ry: U x und y lassen bei Division durch 3 densel-
ben Rest

3. M={1,2734,5};
Aufgabe: Man konstruiere eine Aquivalenzrelation, die (1, 4), (2, 3) und (2, 5) enthélt.
Losung: R={(1, 1), (2, 2), (3,3), (4,4), (5,5), (1,4), (4,1), (2,3), (3,2, (2,5), (5, 2),
(3,5), (5, 3)}.

4. M = Menge aller Geraden einer Ebene; R: Parallelgleichheit

Definition  Sei R AquivalenzrelationinM, x1 M.
Aquivalenzklasse R[x]:={y: (x, )1 R}.

Beispiele:

zu 1. x = Frau Kohler, R[x] = Menge aller Menschen, die am 29.7. geboren sind
zu2.x=17,R[X] ={2,5, 8, 11, ....,, 17, ...}

zu3.x=3,R[x] ={3,5, 2}

Definition  Restsystem vonM nachR  M/R:={R[X]: xT M}.
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Beispiele:

zul. M/R={[1.1],[2.1],...,[29.7], ..., [3L.12.]} (366 Klassen)
zu 2. M/IR={[0], [1], [2]}

zu3.M/R={{3,5, 2}, {1, 4}}

Definition  Zist Zerlegung der Menge M in Teilmengen My, Ma..., M1 Z:
) furi=1,2, .., kgltM* A&

@)y M CM;=Afuri?j;

(i) MiE M2E ...E M¢=M.

Beispid:
M={ab,c d e, Z={{ac}, {b},{d €}}.

Hauptsatz (iber Aquivalenzrelationen ~ Wenn R eine Aquivalenzrelation in M ist, so lie-
fert das Restsystem M/R eine Zerlegung von M. Umgekehrt existiert zu jeder Zerlegung Z von
M eine Aquivalenzrelation R, so dass M/R = Z.

(ohne Beweis)

Beispiel fur die Umkehrung:

M={ab,cde,Z={{ac}{b},{d e} xyl R,fdlseseineMenge M'1 Z gibt, so
dassx, y1T M, d.h. R ={(a a), (c, ¢), (& ©), (c, a, (b, b), (d, d), (& €), (d, ), (e d)}. R ist
symmetrisch, reflexiv und transitiv!

Ordnungsrelationen

Seien M Menge, R Relation in M.

Definition R ist Ordnung(srelation) in M: U R ist reflexiv, transitiv und antisymmet-
risch.

Beispiele:
1. M =Mengeder recllen Zahlen, £- Relation
2. Xbeliebige Menge, M = Potenzmenge P(X), Inklusion

3. M =Menge der natiirlichen Zahlen, Teilbarkeitsrelation
Anmerkung: Bei den Beispielen 2 und 3 gibt es auch unvergleichbare Elemente

Definition  Rist TotalordnunginM: U Rist Ordnung und Rist linear.
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Abbildungen (Funktionen)

Seien M, N Mengen.
Definition  fist AbbildungausM inN: U fi M~ N, und f ist eindeutig, d. h. zu jedem x
T M gibt eshéchstenseinyl N mit(x,y) 1 f. Schreibweise: f(x) = y.

Definition
Definitionsbereich D(f):={x:x1 M, esexistiertyT N mitf(x) =y},
Elemente heil3en Argumente;

Wertebereich W():={y:yT N, esexistiert xT M mit f(x) =y},
Elemente heil3en Werte.

Ist D(f) = M, so schreibt man: f:M® N.

Beispiele:

1. M={ab,c,d e,N={1,2 3},f={(b, 2), (c, 3),(d, 2), (e 2)}.
Schreibweisen: z. B. f(b) = 2, f(d) = 2 oder Darstellung von f durch Wertetabelle
X|bcde
y | 2322

2. Se IR die Menge der redllen Zahlen f: IR® IR mit f(x) = x2

3. £IR"® IR, f(X)=X.

4. Se IN die Menge der naturrlichen Zahlen, f: IN” IN® IN mit f(m, n) =m+n.

Definitionen

fist Abbildung ausM: D(f) I M;
fist Abbildung von M: D(f) = M;
fist Abbildungin N: W(f) | N;
fist Abbildung auf N: W(f) = N.

fist eineindeutige (1-1-)Abbildung aus M in N: U f ist eindeutig, und zu jedemyT N exis-
tiert hochstenseinxT M U (f.a x, yT D(f) gilt: f(x) = f(y) b x=1).
(Beispiel: f(X) = x2 it keine 1-1-Abbildung.)

Definitionen

fistsurjektiv : U fist Abbildung ausM auf N;
fistinjektiv :U fist 1-1-Abbildung von M inN;
fistbijektiv :U fist surjektiv und injektiv.

Definition ~ Zu einer 1-1-Abb. f existiert dieinverse Abbildung f™: ={(y, X): y = f(x)}.
(graphisch: Spiegelung an der Geradeny = X)

Definition  Selen g:M ® Nund f: N® P. Unter der Verkettung (Komposition, Hinter -
einander ausfiihrung) versteht man folgende Abbildung:

fog:={(x,2:xT M,z P, esexistierteinyl Nmitg(X)=yundf(y) =2, aso (f cg)(x) =
f(9(x)).
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Beispiele:

L f(x=snx, g(¥)=x>b (fog)(x)=f(g(x)=8nx*, (g F)(x)=g(f(x)=(sinx)*.
_ _xX _ % _607 X

2 f(x)—\/;,g(x)—j-ﬂb (o)) =7~ 17, (g )Y =7~ 17 = - 17.

Aufgabe: Definitions- und Wertebereiche der Verkettungen bestimmen.

Satz (Eigenschaften der Verkettung)

1) Seen h: M ® N, g N® Pund f: P® Q. Dann gilt das Assoziativgesetz
(feg)oh=1fo(goh).

(2) Fur alle Abbildungenfgilt: foid =ido f = f, wobei id(xX) =xf. a x.

(3) Die Hintereinanderausftihrung von 1-1-Abbildungen ist eineindeutig.

(4) Die Hintereinanderausfihrung von surjektiven Abbildungen ist surjektiv.

(5) Sei f bijektiv. Danngilt fo f 1=f"1of =id.

(6) Sind f und g 1-1-Abbildungen, dann gilt (f o g)™* =g *o f .

Beweisvon (6):

Se (x,2)1T fogb (zX)1 (fog)", undesexistiert einy mit g(x) =y und f(y) = zb g (y)
=xund f ' (2)=yb (z,X)T g*of*, weil einyexistiert mit f (2) =y und g *(y) = x. Die
umgekehrte Richtung wird analog bewiesen.

Zusammenfassung

Mengen M, N
(Relationen: =, | ; Operationen E, C, \, Komplementbildung; Kreuzprodukt)

binare Relationen
RIi M M@(bzw.Ri M" N)

i

Aquivalenzrelationen Ordnungsrelationen Abbildungen
reflexiv reflexiv eindertig
transitiv transitiv
symmetrisch antisymmetrisch 1-1-Abbildungen
eineindeutig
Totalordnungen
lineare Ordnungen
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