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7 Matrizen und Determinanten

7.1 Matrizenrechnung

Eine (m x n)-Matrix ist ein Schema der Form
1 .- Yn

A=l . . . |=@&)i=12.m
arg - Am j=12,..n

(m, n) ist der Typ der Matrix A, die a; sind die Komponenten von A.
Im Folgenden betrachten wir reelle Matrizen, d. h. Matrizen, deren Elemente reelle Zahlen
sind.

Rechenoper ationen
o Transponieren: A"
Vertauschen von Zeilen und Spalten - Im Allgemeinen éndert sich der Typ der Matrix.
e Addieren: A+B
Komponentenweise Addition von Matrizen desselben Typs.
e Mit einem reellen Skalar multiplizieren: a-A
Komponentenweise Multiplikation mit einer reellen Zahl o
e Multiplizieren: A-B
Die Multiplikation ist nur fur verkettete Matrizen erklart. Zwel Matrizen A und B heif3en
verkettet, wenn die Anzahl der Spalten von A mit der Anzahl der Zeilen von B Uberein-
stimmt. Dann kénnen A und B wie folgt multipliziert werden:

a1 e alp b.l.l b.l.n

A-B= = (@ik)i=12,.m - (O Jk=1.2,..p
k: 2 i= 2
am - amp bpl bpn 12..p j=12,.n
P p
Zalk 'bkl Zalk 'bkl’]
k=1 k=1 p
= . . . = Zaik . ka = (Cij )i_=12,...m
- - o1 =12..m j=12.n
Zamk - bkl Zamk . bkn j=12,..n

Spezielle Matrizen
e Quadratische Matrizen der Ordnung n (Zeilenanzahl = Spaltenanzahl = n)

1 0.0
) ) . 1.0

e Einheitsmatrix E =
o . .1

Nullmatrix O, (der Ordnung n) besteht aus Nullen
Entgegengesetzte Matrix —-A = (-1)- A
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Rechengesetze

Sel M(m, n) die Menge aler Matrizen vom Typ (m, n). Dann gelten fur beliebige Matrizen A,
B, Ce M(m, n) und beliebige reelle Zahlen orund S folgende Rechengesetze:

) (A+B)+C=A+(B+C)

(i) A+B=B+A

(iii) A+O=A(OistdieNullmatrix)

(iv) A+ (-A) = O (-Aist die zu A entgegengesetzte Matrix)

(v) 1-A=A

(vij o (A+B)=a-A+a-B

(i) (a+pP-A=a-A+p-A

(iii) (a-p)-A=a-(B-A

= Die Menge M (m, n) bildet bezlglich der Addition und der Multiplikation mit einem reel-
len Skalar einen Vektorraum.

Sei nun M (n, n) die Menge aller quadratischen Matrizen der Ordnung n. Dann gelten fur be-
liebige Matrizen A, B, C e M(m, n) folgende Rechengesetze:

(ix) (A-B)-C=A-(B-C)

x) A-B+C)=A-B+A-C

(xi) A-E=E-A=A

Das Kommutativgesetz der Multiplikation gilt im Allgemeinen nicht (man finde ein Gegen-
beispiel).
() bis(iv), (ix), (X) [, (xi)] = (M(n, n); Oy; +, ) ist ein Ring [mit Einselement].

An dieser Stelle ergibt sich die Frage nach der Existenz inverser Matrizen, d. h. existiert zu
einer Matrix A eine Matrix A', so dass A - A' = E? Die Beantwortung dieser Frage erfolgt im
Kapitel 7.3.

7.2 Determinanten

Sel Ae M(n, n), dh A= (a;,-)i,,- =12, ...,n
Flr n > 2 bezeichne A; jene ((n-1)x(n-1))-Teilmatrix, die durch Streichen der i. Zeile und der
|. Spalte aus A entsteht.

Induktive Definition der Deter minante von A
(I) A= (all) = detA= |A| =aqn
ayq .. @
i A= . . . =i, j=12..n
an - 8pn
= det A= |A| =ay.det Ajp - apdet App + ...+ (- 1) 1+n ajndet Aqp,
n . a1 - @n
=D Dy |ay[=|
j=1 ani - 8mn
= (nach der ersten Zeile entwickelte) n-rethige Deter minante.
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Q1 2
=a1dp2 —odny
ay) ap

a1 2 I3
3 W =ld21 Az ax|=an
az1 azx az3

az»p axs ay1 ap

dz; azx

ay1 a3
az1 az3

+a13

az> ag3

= @1dppagz3z — d1ap3azy — dpap1A33 + 2833831 + 3821837 — A 382083]

= Sarrussche Regel (nur fir 3-reihige Determinanten):

e andie gegebene Matrix noch einmal die ersten zwel Spalten anfiigen

e die von links oben nach rechts unten verlaufenden Diagonalen liefern dann die Produkte,
die addiert werden (wobei sie das durch die Produktbildung entstehende individuelle Vor-
zeichen behalten)

e die von rechts oben nach links unten verlaufenden Diagonalen liefern die Produkte, die
subtrahiert werden (wobei sie wieder das durch die Produktbildung entstehende individu-
elle Vorzeichen behalten)

Entwicklungssatz fir Deter minanten
In der Definition haben wir die Determinante nach der ersten Zeile entwickelt. Zur Berech-
nung der Determinante kann man nach jeder Zeile bzw. Spalte entwickeln. Es gilt dann:

A =Z<—1>k“' A '\Akj \ =Z(—1)i+' a | Al k1=1,2..n
j=1 i=1

Beispidl:
1 2 3
1 2
1111
A=lg o o 27O MAl-0fAse|+0[Ags| -2 |As[=(-2) -1 1 1
3 1 4 3 1

=(-2)-(4+6-3-9-1+8) =10

Eigenschaften von Deter minanten

a) DieDeterminante einer reellen Matrix ist eine reelle Zahl.

b) Vertauscht manin Determinanten zwei Zeilen (bzw. Spalten), so andert die Determinante
ihr Vorzeichen.
Beweis durch vollsténdige Induktion tber n (= Ordnung der Matrix):
Induktionsanfang fir n = 2:

Q1 2
W = =aq1dny — @ pany
ay) ap
@21 a2
‘A‘ = = apjayp —apdy1 = —|A
Q1 2
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f)
9)

h)

)

Induktionsschritt:
Sei Ae M(n, n),n>2. A" sei aus A durch Vertauschen zweier Zeilen entstanden. Wir
entwickeln |A'| nach einer Zeile, die nicht vertauscht wurde. Das sel z. B. diek. Zeile:

n
1 k H 1
A=Y Tag (A
j=1

Die Ordnung aller Determinanten |Ak,-'| istn—1, undin allen Matrizen sind jeweils zwei
Zeilen gegenuber der |Ag| vertauscht. Nach Induktionsvoraussetzung gilt somit [Ag| = -
|A| = Behauptung.

Folgerung aus b): Hat eine Determinante zwei gleiche Zeilen bzw. Spalten, soist die De-
terminante gleich Null.

Sind ale Elemente einer Zeile bzw. Spalte gleich Null, so ist die Determinante gleich
Null.

Multipliziert man alle Elemente der i. Zeile (j. Spalte) mit einer reellen Zahl o # 0, so gilt:

a1 2 - . AN Q1 I . - N
-3 -3 - . a-8p|=x-181 Qp . - ain
an an2 Ann an  ap . S

Beweis mit Entwicklung nach der i. Zeile (j. Spalte).
Folgerung ause): oAl = " |A|

Addiert man zu einer Zeile (Spalte) das Vielfache einer anderen Zeile (Spalte), so andert
sich die Determinante nicht.

Beweis mit Entwicklung nach der betreffenden Zeile (Spalte) und Eigenschaft c).

a1 A0 . . Hn
0 aoo . . a2

0 0 Azz . Aagp|=@ay1- a2 -azz-...-aAnn

0O O .. 8
Beweis durch Entwicklung nach der ersten Zelile.

Aus den Regeln b), g) und h) ergibt sich ein weiteres Berechnungsverfahren fir Determi-
nanten:

Matrix A durch elementare Umformungen (Zeilen-/Spaltentausch, Multiplikation einer
Zeile mit einer reellen Zahl, Addieren des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen) auf
Dreiecksgestalt (unter der Hauptdiagonalen lauter Nullen) bringen und h) anwenden. Man
beachte, dass sich bel Vertauschungen das Vorzeichen andert.

Beispid:

120 1 2 1 2

1 2 2=0 0 2=-0 -1 1=2

2 3 1 |0 -1 1 0 O

Multiplikationssatz*
|A-B|=|Al- B

! Beweis siehe z. B. Neiss, F.: Determinanten und Matrizen. Springer, Berlin-Gottingen-Heidelberg (1959)
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7.3 Die inverse Matrix

Sel Ae M(n, n). Aheilét regulér, wenn |JA| # 0 und A heif}t singulé&r, wenn |A| =
Aistinverse Matrix zu A genau dann, wenn A" A= A- A = E (Einheitsmatrix der Ord-
nung n). Falls A ™ also existiert, kann man den Multiplikationssatz anwenden und erhélt:

A-AYN=A- A= El=1= A= = W — A existiert héchstens dann, wenn A regul &re
Matrix ist.

Satz
i,j=12, ..., n; wobei ATij die Teilmatrix ist, die man aus der transponierten Matrix A ™

durch Streichung der i. Zeile und der j. Spalte erhdlt.
Bevor der Beweis gefiihrt wird, sei die Berechnung an einem Beispiel klar gemacht:

Jede reguldre (n x n)-Matrix besitzt die inverse Matrix (bjj ) =

1 2 1 1 0 1
Séd A=|0 1 1|=>AT=|2 1 0|undlA|=

1 0 2 1 1 2
10 2 2

T T T

11 ‘1 2‘ 12 ‘1 (Z)l 13 ‘1 i‘ 1
01 1 1 1

T T T

21 ‘1 2‘ 1 22 ‘ Z‘ 1 23 ‘1 (1)‘ 1
01 11 1

T T T

31 ‘1 0‘ 1 3?2 ‘2 0‘ 33 ‘2 j

Unter Beachtung des wechselnden Vorzeichens ergibt sich nun folgende inverse Matrix:

2 -4 1
at-t1 1 1
3
-1 2 1

Zur Kontrolle und Ubung fiihre man die Multiplikation A - A ™ einmal aus.

Beweis des Satzes:
Sei A eine beliebige, reguldre Matrix und A ™ wie oben definiert. Wir berechnen nun
K+ j T
A-AT = (G)=| D aiby :Zaik Z( )< gy, - ‘AT ‘
k=1 k=1
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Well ATkj = Ajk (Streichung der j. Zeile und k. Spaltein A), gilt nun:
fari =]

n

1 K+i 1

Cii :W'Z(_l) +'aik'|'°ik|=m'|'°4=1

k=1
und far i ;tj gilt
Cij = W Z( 1)k+Ja,k ‘Ajk‘ 0, weil die Summe a's Entwicklung der Determinante nach

derj. Spaltevon einer Matrix aufgefasst werden kann, bei der diei. und diej. Zeile gleich
sind.
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