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1 Grundbegriffe der Mengenlehre
, Definition”

Georg Cantor, 1895 (Lexikon der Mathematik):
»Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohl unterschiedenen Objekten
unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.”

Beispiele:

M1 = Menge der Namen der Studenten der Gruppe

M, = Menge aller Primzahlen

M3 = Menge aller nattrlichen Zahlen x, die der Ungleichung 5 < x < 7 gentigen
M, = Menge aller reellen Zahleny, die der Ungleichung 5 <y < 7 genligen

Beschreibung von Mengen

e durch Aufzdhlen aller Elemente
M]_:{...}
M3 ={5, 6}

e durch Angabe einer charakteristischen Eigenschaft H
M, ={p: pist Primzahl} = {p: pist nat. Zahl > 1, die nur durch sich und 1 teilbar ist}
M3 ={x: x ist nattirliche Zahl, 5< x < 7}
Ms={y.yistredleZahl,5<y<7}=[57]
allgemein:
M ={x: H(X)}

Bemerkungen:

e gpezielle Menge: Leeremenge &

¢ Reihenfolge bei der Aufzahlung spielt keine Rolle

e jedes Element tritt nur einmal in der Menge auf

e Schreibweisen:ae M,b¢ M

e az{a}

e Elemente von Mengen kdnnen wieder Mengen sein, z. B. M = {{a}, {b}, {a, b}, I}

Mengengleichheit

Definition  Seien M1, Mo Mengen. M3 = M3: < M7 und M, enthalten dieselben Elemente.

Eigenschaften der Gleichheit:

(1) M=M, Reflexivitat
(2) M1 =My = My =My, Symmetrie
(3) M; =M, und M, = M3 =M= M3_ Transitivitat
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Mengenoperationen

Definitionen Seien M1, M2, M beliebige Mengen.

Durchschnitt M1 Mo ={x xe Mpundxe M3},
Vereinigung M; U M ={x: xe M;oder xe My},
Differenz M1\ Mz ={x: xe Myundx ¢ Mj}.

(Veranschaulichung mittels Eulerscher Kreise)
Definition M und M, sind digunkt: < M1 N M, =J.

Beispiele:

{A,U, T,O} n{B, U, S} ={U};
{A,UT,0OCu{B,US ={A UT,O,B,S};
{A,U, T,O}\{B,U,S} ={ A, T,O};
{B,U,S} {A,U, T,O} ={B, S}.

Satz (Rechengesetze) Es gelten folgende Rechengesetze:
(1) My Mz =My My; M; UM, =My U Mq; Kommutativitéat
(2) (M]_ M Mz) NMz=MinN (M2 M Mg);
(Ml |\ Mz) ) M3 =Miu (Mz |\ Mg); Assoziativitat
(3) (Ml M Mz) U Ms= (Ml ) M3) N (Myu Mg);
(M]_ W Mz) N Mz = (M]_ M M3) W (]\42('\ Mg); Distributivitét
G MUM=M; MAM=M, |dempotenz
B Mn D =>; MU =M;
(6) M\ =M; M\M =g,
(7) M1 M3 =M1\ (M1\ My); Zusammenhang von
(8) M1\ Mz =M1\ (M1in Mp); Durchschnitt und Differenz
(9) M1\ (M2 N M3) = (M1 \ Mp) U (M \ M3); Regeln von de Morgan

Ml\ (Mz |\ M3) = (Ml\ Mz) M (M \ Mg);

Beweise mittels der Tabellenmethode (exemplarisch fir (9)):
Hierbei bedeutet der Eintrag O, dass ein Element sich nicht und 1, dass es sich in der angege-
benen Menge befindet.

My Mo M3 M, N M3 Ml\(MzﬁMg) M]_\Mz M\Mg (M]_\Mg)U(M\Mg)
1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 1 1
1 0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

Die Ubereinstimmung der 5. und 8. Spalte bedeutet, dass ein Element genau dann in der Men-
ge M1\ (M2 N M3) enthalten ist, wenn es sich auch in der Menge (M1 \ M) U (M) \ M3) befln-
det. Damit sind die beiden Mengen gleich.
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Inklusion

Definition  Mic Mo furdlexgilt: xe M = xe My,
sprich: My ist Teilmenge von My, M, ist Ober menge von M.
Folgerung:
(] M1:M2:>M1gMzundM2gM1;
e fUraleMengen M gilt: & c M;
e MicMz:s MicM;und My # M. echte Teilmenge

Satz (Grundeigenschaften der Inklusion) Seien M4, M,, M3, M beliebige Mengen.

(1) Fur aleMengen M gilt: Mc M; Reflexivitét
(2) M;c M, und M, c M3:> Mic M3; Transitivitat
(3 MicMaund M cM; = M= My; Antisymmetrie

(4 MinMac My, Min Mz My;
B5) MicMiU Mz My MU My,
(6) MicMa= MU M3z MU Mg; Monotonie

Bewels:

Zu (4) Sei xe M1 N M,. Dann gilt nach Definition des Durchschnitts, dass xe M; und x €
Mo.

zu (6) Seal xe My U M,. Dann gilt nach Definition der Vereinigung, dassx € M; oder x e Mo.
1. Fal: x e M;. Dannist nach Voraussetzung auch x € M. Mithinist xe M;uU Ma.

2. Fall: x e M3. Damit gilt auch xe MyuU Ma. O

Definition  Sei Sc M. Sist Komplementmenge von Sin M genau dann, wenn S = M \S,

Satz (Eigenschaften der Komplementmenge)

(1) SnS=@: SUS=M: S=S

(2 S=@ < S=M.

(3) Seien S T, M Mengen. Dann gelten die de Morganschen Regeln:
SuUT=5nT;

SNT=SuUT.

Definition  Potenzmenge P(M): = Menge dler Teilmengen von M.
Beispiel: Wenn M ={a, b, ¢}. Dannist P(M) ={, M, {a}, {b},{c}, {a b},{a c},{b, c}}.
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Kartesisches Produkt

Seien S T Mengenund se S te T. Dann wird mit (s, t) das geordnete Paar von s und t
bezeichnet.
Bemerkung:

e imAllgemenengilt (s, t) #(t, S);
e (sut)=(b)esi=sund t1= t,.

Definition  Kreuzprodukt (KartesischesProdukt) SxT:={(s,t):se Sundte T}.

Veranschaulichung an einem Beispiel:
SeienS={1,2,3,4 undT={a b, c}.

A

T
C ° ° ° °
b 1 ° ° ° °
a L ° ° ° °
1 2 3 4 S

SxT ={(1,4a),(1,Db),(1c),(2a),(2b),(2c), (3 a,(3b),(3c),4a),4b),4c).

Seienx e X;i=1,2,3,...,n Dann heildt (xq, X2, X3, ... , Xn) N-Tupd. (fir n=2, 3, 4, 5: Paar,
Tripel, Quadrupel, Quintupe!).

Definition n-faches kartesisches Produkt
XX XoX X3 X ... X Xn: ={(X1, X2, X3, ... , Xp): X € Xi;1=1,2,3, ..., n}.
spezidl: X1 =X =Xz =...= X, =M, dann Xy x Xo X Xz X ... X Xp=M";

Definition  Kardinalzahl |[M|: = Anzahl der Elemente von M.
Es gelten dann fol gende Beziehungen (ohne Bewels):

o [MXxN[=[M]-N|

e [IMUN|=|M|+|N|-|M N N|

o IPV)=2"
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