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5 Algebraische Strukturen

In der Mathematik werden Mengen und auf ihnen definierte Operationen und Relationen be-
trachtet, z. B. (IN; +, *; <), (IR; +, *; <), (Menge der logischen Ausdriicke; —, A, v; =).

Definition o ist bindre (zweistellige) Operation in der MengeM: < o : M xM — M.
Bezeichnung: Statt o (X, y) schreibt manauch x o .

Eigenschaften von Operationen

o ist kommutativ: < fir allex,y e M gilt: Xo y=yo X.

o ist assoziativ: < firalex,y,ze Mgilt: (Xeo y)o z=Xo (yo 2).

eist neutralesElement in M: < fur allexe M gilt: xo e=eo x=x.

x tistinversesElement zux: & xo x* =x™ o x=e.

o ist distributiv beziiglicho': < firalex,y,ze Mdilt: Xo (yeo'2) =(Xo y)o' (Xo 2).

Definition X ist algebraische Struktur: & X = (M; X1, ..., X Ri, ., Ry 21, .y ©p )
wobel M = & Tragermenge der Struktur, X, ..., Xk ausgezeichnete Elemente von M, Ry, ..., Ry
RelationeninMund o4 , ..., o ; Operationen in M sind.

Beispidle: X1 =(IN; 0, 1, <, =; +,%), %, =(IR; 0, 1; <, =; +,%).
Spezielle Strukturen

(M; o )ist Halbgruppe: & o ist assoziativ.

(M; € 0 )ist Monoid: & (M;° ) ist Halbgruppe mit neutralem Element e.

(M; g0 ) ist Gruppe: < (M; €0 ) ist Monoid, in dem es zu jedem X € M ein inverses Ele-
ment gibt.

(M; € 0 ) ist abelsche Gruppe: < (M; € ¢ ) ist Gruppe, in der das Kommutativgesetz gilt.

Aufgabe:
Man untersuche folgende Strukturen auf ihre Eigenschaften: (IN; O; +), (Z; 0; +), (IN; 1; *),
({1,-1}; ;%) (Q; 0; +), (Q\{0}; 1; ), (IR; 1;*).

Beispiele:

1. Menge aller Restklassen mod 3 und Addition:

+ | [0] [1] [2] Aus dieser Strukturtafel erkennt man, dass
[0] [Q] [1] [2] + eine Operation in M = {[0], [1], [2]} ist,
[1] [1] [2] [Q] die kommutativ ist und als neutrales Ele-
[2] [2] [Q] [1] ment [0] hat. Jedes Element hat ein Inver-

ses: [0] ist zu sich selbst invers, [1] und [2]
sind zueinander invers. Darliber hinaus ist
+ auch assoziativ. Mithin ist (M; [0]; +)
eine abelsche Gruppe (Restklassengruppe
R3).
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2. Menge aller Restklassen mod 3 und Multiplikation:

G I A I 4 (M\{[0]}; [1]; *) ist abelsche Gruppe.
[1] \ 1 (2
21 ' [21 [1]

3. Menge der Restklassen mod 4 und Multiplikation:

* LI 121 [3 {[41, [2], [3]}; [4]; *) ist keine Gruppe,
[1] [1] [2] [3] denn [2] besitzt kein inverses Element.

21 | [2 [0 [2]

811 8 [2 [1]

Bemerkung: Ist der Modul m eine Primzahl, so sind die Restklassen beztiglich der Multiplika
tion immer Gruppen.

4. Menge der Permutationen Sy und Hinter einander ausfihrung:

Definition  fist Permutation der Menge M: < fist Bijektion von M auf sich.

12 3 12 3
Sei M={1,2, 3}. Dannist Sy ={f1, f>..., fe} mit flz( ]:id, fzz( J

1 2 3 13 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
f3= , f4= , f5= und f6= .
2 1 3 2 31 31 2 321

Daraus ergibt sich fur die Hintereinanderausfiihrung folgende Strukturtafel:

ZumBeispid: fo fo= |+ 2 Slo (1 2 3t 2 3
W B2, 3 1% 2 1 37 3 2 17"

An der Strukturtafel kann man erkennen, dass f; = id neutrales Element ist, dass zu jeder Per-
mutation eine inverse existiert und dass die Operation nicht kommutativ ist. Das Assoziativ-
gesetz ist erflllt, weil es bel der Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen generell gilt.

(Sv; id, o ) ist eine Gruppe.
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Satz In Gruppenist die Gleichung x o a = b eindeutig |0sbar.

Beweis:

Existenz: x=b o a tisteineLésung, dennx c a=(b o a™®) c a=b o (@a*oa) =b o e=
b. (Beim Bewels wurden nacheinander das Assoziativgesetz, die Eigenschaften des inversen
und des neutralen Elementes angewendet.)

Eindeutigkeit: Sei x o a=b. Dannfolgtx=x o e=xo (@ac a)=(xc @) ca*=boa™

Satz InGruppengilt (x o y) =y ?to x!

Beweis: (X o y) o (ylo x)=xo (yoyHoxT=(xoeoxt=xoxT=e
(Beim Beweis wird mal3geblich der vorangegangene Satz benutzt.)

Strukturen mit zwei Operationen

(M; € o4, o) istRIiNg: & (M; € o ;) ist abelsche Gruppe, (M; o ) ist Halbgruppe und o ,
ist distributiv beziglich o ;.

(M; ey, &; o 1, o o) it Korper: & (M; e, o 1) und (M \ {e}; &;0 ») sind abelsche Grup-
pen, o , ist distributiv beziglich o ;.

(M; o 4, o p)istVerband: <& o1 und o » sind kommutativ und assoziativ, und fur ale
a, be M gelten die Verschmelzungsregelnac (a o » b)=aund ac ,(a - ; b)=a.

Beispide:

(Z; 0, +, *) ist ein Ring; (IR; O, 1; +, *) und (Menge aler Restklassen mod Primzahl p; +,*)
sind Korper, (IN; O; +, *) ist kein Ring, (P(M); U, N) und (Menge aller logischen Ausdriicke;
A, V) sind Verbande.

Zusammenfassung
1 Operation 2 Operationen
+ Assoziativitét
Halbgruppe

+ Einselement # 0
+ Nullteilerfreiheit
+ Kommutativitét
der 2. Operation
I ntegritatsbereich
+ inverse Elemente
Gruppe bei 2. Operation
I+ Kommuitativitét K orper

l + neutrales Element

Monoid
+ inverse Elemente

Abelsche Gruppe
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