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3 Zahlen und Zahlendarstellungen

3.1 Die Menge IN der naturlichen Zahlen

3.1.1 Axiomatische Charakterisierung

Axiome von Peano (1891)

1) Null ist eine natiirliche Zahl (0 € IN).
2) Jede natirliche Zahl n besitzt genau einen unmittelbaren Nachfolger n' = o(n).
3) Jede natiirliche Zahl mist unmittelbarer Nachfolger héchstens einer natirlichen Zahl (m =

a(n)).
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4) Null ist kein unmittelbarer Nachfolger einer natirlichen Zahl.
5) Induktionsaxiom: Besitzt eine Menge M die Zahl 0 und mit einer Zahl n auch deren Nach-

folger n', so gilt: IN < M.

Darstellungen von natirlichen Zahlen: IN ={0, 1, 2, ..., 10, 12, .} ={I, I, lIl, IV, V, ..., X,

Ly, Gl

Dy My OO} = AL LIL TI -3

3.1.2 Addition und Multiplikation

Addition Multiplikation
m+0=m rekursive Definition | m* 0=0

m+ n'=(m+ n)' m*nN=m*n+m
m+n=n+m Kommutativitat m*n=n*m

(M+n)+p=m+ (n+p)

Assoziativitat

(m*n)*p=m* (n*p)

m+0=0+m=m
Oist neutrales Element bez. +
Nullelement

m*1=1*m=m
1list neutrales Element bez. *
Einselement

m+n=0 m=0undn=0

m*n=1l<m=1lundn=1
m*n=0 m=0o0dern=0

m+a=m+b =a=b

Kirzungsregeln

Fur m= 0 gilt:
m*a=m*b = a=b

Distributivitat
(m+n)*p
=m*p+n*p

* st distributiv bez. +

3.1.3 Relationen

Kleinergleichrelation

Tellbarkeitsrelation

m < n: < es gibt eine natirli- | Definition m | n: < es gibt eine natirliche
cheZahl smitm + s=n Zahl pmitm* p=n
m<mf.am e IN Reflexivitat m|mf.am e IN

Beweis m+0=m

Bewaes m*1=m
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m<nundn<m=m=n Antisymmetrie m|nundn|m=m=n

Beweis: nach Vor. gilt Beweis: Ubungsaufgabe
m+r=nundn+s=m,
=>M+r)+s=m =>m+ (r

+sS)=m
=>r+s=0=r=0unds=0
= m=n
m<nundn<p=m<p Transitivitat m|nundn|p=m|p
f.amngilt: m<nodern<m Es gibt unvergleichbare Elemente,
z. B. 3teilt nicht 5 und 5 teilt auch
< istlinear nicht 3, d. h.
Totalordnung |ist nicht linear
Ordnung

weitere wichtige Eigenschaft
m|inundm|p=m|(n+p)

Well0=1,gltn=(n+0)'=n+0=n+1

3.1.4 Subtraktion und Division

Subtraktion Division
Die Gleichung m + x = nist in IN genau | Die Gleichung m* x = n ist in IN genau
dann |Gsbar, wenn m<n dann |6sbar, wenn m| n

X bezeichnen wir dann mit n—m ) ) .. n
X bezeichnen wir dann mit —
m

Waéhrend die Addition und die Multiplikation nattrlicher Zahlen uneingeschrankt ausfihrbar
sind, sind also Subtraktion und Division nur eingeschr ankt ausfiihrbar!

3.1.5 Das Beweisprinzip der vollstandigen Induktion

Satz

Sei H eine Aussage Uber natirliche Zahlen. Gilt diese Aussage fur die Zahl 0 und folgt aus
der Gultigkeit der Aussage fur eine beliebige nattirliche Zahl k die Guiltigkeit fir den Nach-
folger k + 1, so gilt H fur ale natrlichen Zahlen n.

Induktions- Induktionsschritt (1. S.)
anfang (1. A.) Ind.-Vor. Ind.-Beh.

[H(O) und f. a. ke IN: (H(K) =>Hk+1))]=HM)f.anelN
1. Vor. 2.Vor.

Voraussetzung Behauptung
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Beispid: H: FUr beliebige natlrliche Zahlen m, n, p gilt das folgende Assoziativgesetz:

(m+n)+ p=m+(n+ p).

Beweis durch vollstandige Induktion Uber p (bel festem mund n):

I.A:

I.S.:

Man zeigt zunéchst, dass H fur p = 0 gilt. Wegen der ersten Rekursionsgleichung fur

die Additiongilt(m+n) +0=m+n=m+ (n+ 0).

Man nimmt an, dass fir ein beliebiges p die Aussage H schon gelte und zeigt dann,

dass sie auch fur den Nachfolger p + 1 gilt.

Durch wiederholte Anwendung der zweiten Rekursionsgleichung fur die Addition und
unter Ausnutzung der Induktionsvoraussetzung erhalt man:
(Mm+n)+(p+)=((m+n)+p)+1l=(mM+(n+ p))+1=m+((n+ p)+D) =m+(n+(p+1d).

3.1.6 Primzahlen

pist Primzahl: & pist nattrliche Zahl und p > 1, und p ist nur durch sich und 1 teilbar.
Beispiele: 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 23, ....

Folgerungen und Séatze

e 2ist dieeinzige gerade Primzahl.

e Jede natlrliche Zahl n > 1 ist entweder Primzahl oder zusammengesetzte Zahl, z. B. n =
150=10* 15.

e Fundamentalsatz der Zahlentheorie:
Jede naturliche Zahl n > 1ist (hisauf die Reithenfolge der Faktoren) eindeutig al's Produkt
von Primzahlen darstellbar: n=p; * p2* ps* ... * pk.

Beispiele:

150 = 2% 3* 5*5; 24= 2°* 7

2144=  2°* 67; 3856 =2** 241;

3813= 3* 31*41; 8260=2* 2* 5* 7* 59;
40250= 2* 53* 7% 23; 2813 =29 * 97;

e IstpPrimzahlundp|m *n=p|m oderp|n.

e Esgibt unendlich viele Primzahlen.
Beweisindirekt:
Angenommen, die Menge P aller Primzahlen ist endlich, d. h. P={pa, p, ..., pn} . Wir bil-
den daraus die naturliche Zahl m =p; * p* ...* p, + 1. Dam > 1 l&sst sich m nach
dem Fundamentalsatz eindeutig in Primfaktoren zerlegen. Sei p ein beliebiger Faktor aus
diesem Produkt. Dann teilt p die Zahl m, aber p ¢ P, denn der Rest bel Division von m
durchpi (i =1, 2, ..., n) istimmer 1. Also waren in P nicht alle Primzahlen enthalten, was
zum Widerspruch zur Annahme und mithin zur Richtigkeit des Satzes fuhrt.
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3.1.7 Induktive Definitionen

Addition m+ 0=m;

m+ (n+1)=(m+n) +1;
Multiplikation m* 0=0;

m*(n+1)=m*n+m;
Potenz m’=1;

't =m e m;
Potenzgesetze:

mrll+n2 — mn'l * mnz
mn'l*nz — (mnl)nz
(m*m,)" =m"*m,"
(M, +m,)" =2

m<m,=m"<m,’
n <n,=>m*<m®

Anmerkungen:

e Beweise werden durch vollstandige Induktion gefuhrt
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(mittels Nachfolger)
(mittels Addition)

(mittels Multiplikation)

e Assoziativ- und Kommutativgesetz gelten im Allgemeinen nicht

Allgemeine Summe

0

2.8 =3

i=0

n+l n

zai :Zai +ans

i=1 i=1
127 15

Beispiele: 1+2+3+...+127:Zi ; 1+4+9+16+...+125:Zj2 :
i=1 j=l

Allgemeines Produkt

0
[1a =2
i=0

n+1 n

I Iai:| Iai'an+1
i=0 i=0
n

Beispiel: 1.2-3....n= n!:Hi
i=1
n-Fakultat

o=1
(n+)!=n*(n+1)
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