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Binomialkoeffizient

1) Induktive Definition
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= Pascalsches Dreieck (Blaise Pascal, 1623 — 1662)

Anwendung:

(a+h)°=1

(a+bl=a+b
(a+b)>=a2+2ab + b2
(a+b)®= a3+ 3a2b + 3ab? + b3

Binomischer Lehrsatz (Bolzano 1816)

n(n .
Fur alle natirlichen Zahlen ngilt(a+b)" = Z[ Jan_'b' .
i=o\!

2) Inhaltliche Interpretation (implizite Definition)
n
(kj := Anzahl der Mdglichkeiten, aus einer Menge mit n Elementen k-elementige Teilmengen

zu bilden (Anordnung spielt also keine Rolle).
Beispie: M ={a,b,c,d, e}, k=2, [M|=n=5.

Es gibt dann also @]: 10 zweielementige Teilmengen, namlich {a, b}, {a, ¢}, {a, d}, {a, €},
{b,c},{b,d},{b, e,{c,d},{c, €}, {d, €.
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Zusammenhang zur induktiven Definition:

n
( j: Anzahl der Mdglichkeiten, aus einer Menge mit n Elementen die Leeremenge (0 Ele-
mente) zu bilden =1,

k +
bilden=0;

1
M AN liM={abcdex, k+1=3 M=n+1=6;
k+1 k k+1

0
( 1] = Anzahl der Moglichkeiten, aus der Leerenmenge (k + 1)-elementige Mengen zu

n
1. Fall:man wéhlt bel den k + 1 = 3 Elementen das x mit aus, dann hat man noch (k] Aus-

wahlmoglichkeiten;
2. Fal: man wahit das x nicht mit aus, dann muss man aus den n Elementen k + 1 (also

(E N 1) M oglichkeiten) Elemente auswahlen.

3) Explizite Definition

, wobei

ny n! _(n=k+D)*(n-k+2)*..*n
k) (n=k)*k! 1*2*3* .*k
nt=1* 2* 3* .. * n=Anzahl aller Permutationen von n Elementen
= Anzahl aller 1-1-Abbildungen von M auf sich (M| = n).
(Reihenfolge spi€lt jetzt eine Rolle)

inhaltlich:

Zahler = Anzahl aler Auswahlméglichkeiten von k Elementen mit Berticksichtigung der
Reihenfolge;

Nenner = Anzahl aler Permutationen von k Elementen.

17 1 .14-15.16.
Beispiel: _ 17 :13 14-15.16-17 _ 6188
5 12.5 1.2-3-4.5

3.1.8 Der grof3te gemeinsame Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache
Zu zwei natrlichen Zahlen m, n (n # 0) existieren genau zwel natirliche Zahlen qund r, so
dass m=q*n+r und O0<r<n.

Satz Uber den grofdten gemeinsamen Teller

Zu zwei naturlichen Zahlen m, n (n # 0) existiert genau eine natirliche Zahl d mit
1) d{m undd|nund

2) furalete INgilt: (t|m undt|n=t]|d).

Bezeichnung: d =ggT(m, n)
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Beispid: m = 48, n = 360
48 =2**3 )

b = ggT(48,360) = 2°* 3=24
360 =2°*3?*5 |

Definition: mund n sind teilerfremd: < ggT(m, n) = 1.

Existenzbeweis: Euklidischer Algorithmus
m=n*qgy+r; 0<ri<n
N=r1*gx+r2 0<ro<n
r=ry*qz+rs 0<r3z<r;

M2=Te1* +re  O0<re<ria
Me1=Tg* Qe + 0

Behauptungen:

1. Der Algorithmus bricht immer ab. (da die Reste von Schritt zu Schritt immer echt kleiner
werden)

2. Der letzte von Null verschiedene Rest, also ry, ist der gesuchte ggT(m, n).
Beweis:
1) aus der letzten Zeile folgt, dass ri | r.1, daraus und aus der vorletzten Zeile folgt, dassry
| r.2 usw., schliefdlich folgt aus der 2. Zeile, dassry | n und aus der 1. Zeilery | m.
Mithin ist r, gemeinsamer Teiler von mund n.

2) Sel nun tirgendein Teiler von mund n. Dann folgt aus der ersten Zelle, dasst auch ein
Teiler von r; sein muss, daraus und aus der 2. Zeile folgt nun, dasst | r, und schliefdlich
erhalten wir, dass t auch ry teilen muss, d.h. ry ist bezlglich Teilbarkeit der grofdte aller
gemeinsamen Teiler.

Beispiel: m =444, n =756

444 =0%* 756 + 444
756=1* 444 + 312
444 =1* 312 + 132
312=2* 132+ 48
132=2* 48+ 36
48=1* 36+ 12
36=3* 12+ O

also ist ggT(444, 756) = 12
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Definition: Kleinstes gemeinsames Vielfache
v ist kleinstes gemeinsames Vielfache von natiirlichen Zahlen m und n genau dann, wenn
1) m|vundn|vund
2) fur allenatirlichen Zahlensgilt: (m|sundn|s=vVv|59).
Bezeichnung: v = kgV(m, n)

Esgilt: kgV(m, n) = — "

ggT (m,n)

Beispiel:  kgv(444, 756) = 244 ™0 _ 57975

3.1.9 Die Kongruenzrelation

Seien a, b ganze Zahlen, m natiirliche Zahl.
a=b modm: & m|(a-b)
< aund b lassen bal Division durch m denselben Rest

Eigenschaften der Kongruenzrelation

a) Reflexivitét: Fur allea gilt: a=amod m(weill m|(a-a)=0).
b) Symmetrie: Ausa=bmodm folgt stetsb=a mod m.
c) Trangitivitat: Ausa=bmodm und ausb=cmodmfolgt stetsa=c mod m.

Aus a) bis ¢) folgt, dass die Kongruenz eine Aquivalenzrelation ist. Also zerlegt sie die natiir-
lichen Zahlen bezliglich des Moduls min Restklassen [O], [1], ..., [m-1].

d) Gilta=bmodmundc=dmodm,soista+c=b+dmodm.
e) Ausa=b mod mfolgt stets a“= b* mod m fiir beliebiges k aus IN.
Beispiele fur die Wirksamkeit dieser Rechengesetze:
e Welchen Rest lssst n = 28* + 11 bei Division durch 8?
Losung: Es gelten folgende Kongruenzen:

28 =4 mod 8 11 =3mod 8
28%= 42 mod 8 112=1mod 8
28’=0mod 8 11**=1mod 8
28%=0mod 8 11 =11 mod 8
112 =3mod 8,

also gilt n=0+ 3=3mod 8, und damit |&sst n bei Division durch 8 den Rest 3.

e Waelchen Rest Iasst n = 23** * 1122 bei Division durch 7?

LOsung:

23 =2mod 7 11 =4 mod 7
23° =1mod 7 112=2 mod 7
23" = (23)"® =1 mod 7 113=1mod 7

112 = 1122 = (113)" * 112=1* 2=2mod 7,
also l&sst n bei Division durch 7 den Rest 2.
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