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3.2 Die Menge Z der ganzen Zahlen
Motiv DieGleichunga+ x = bistin IN nur dann |6sbar, wenna < b.

X ist ganze Zahl: & es exigtieren natlrliche Zahlen a, b mita + x = b. Wenn a< b, dann ist x
= b —a, wenn a > b, dann bezeichnen wir x mit «(a —b).
z={..-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}

Rechengesetze fur Addition und Multiplikation:

e wieinIN

e neu: Zu jeder ganzen Zahl a existiert eine ganze Zahl —a, so dassa + (-a) = 0. -aist diezu
a entgegengesetzte Zahl. Esgilta—b=a+ (-b).

Absolutbetrag
[a wenna>0
laj)= 10 wemna=0
l-a wenna<0

3.3 Die Menge Q der rationalen Zahlen

Motiv DieGleichunga* x =bistin Z nur dann Idsbar, wenn a | b.

xist rationale Zahl: < es existieren ganze Zahlen a, b mit a* x = b. Wir bezeichnen dann x

mit dem Bruch g (bzw. b/ a).

Addition und Multiplikation

_p+12w _pizu (q’s;é())
q s q-sS q s Qs

Ordnung

P p-s<q-r (0, s>0)

g s

Rechengesetze

e wieinZ

e neu: Zu jeder rationalen Zahl a mit a# 0 existiert einerationale Zahl &', sodassa* a' = 1.
Bezeichnung: a' =: 1. Reziprokesvon a.
a

e Die<-Relation ist eine Tota ordnung.
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3.4 Die Menge IR der reellen Zahlen
Motiv Die Gleichung x2 = 2 ist in Q nicht |6sbar.

Beweis: indirekt:
angenommen, es existiert eine rationale Zahl x, die die Gleichung |6st. Dann

lief}e sich x als Bruch P (mit pund g teilerfremd) darstellen.
q

Sei x =

- 2lo
N .

2

Xl
N

2

o)

pr=2*
2|p?
2[p
p=2*k

pPP=(2* K2=2% 2% kRk=2*

2 * k2:q2

2| ¢

2|q (**)

*)

Judududy

(*) und (**) liefern aber einen Widerspruch zur Eigenschaft teilerfremd zu
sein.

Bemerkung:

e Der Beweiswird Aristoteles (384-322 v. u. Z.) zugeschrieben.

e Mansagt, die Zahl x>0 mit X2 = 2 ist eine algebraische Liuckevon Q in IR.

e Darstellung der Zahlen auf dem Zahlenstrahl

Die Schlief3ung der Licken fuhrt zur Menge IR der reellen Zahlen. Jedem Punkt auf dem

Zahlenstrahl entspricht eine reelle Zahl.

Ordnungsbeziehungen

Selen a, b, creelle Zahlen. Es existiert eine <—Relation, dieseist Totalordnung.
M onotoni egesetze:

a<b=a+c<b+c

a<bundc>0=a*c<b*c

a<bundc<O=a*c>b*c

Absolutbetrag
[a wenna>0
la= 10 wemna=0
l-a wenna<0

Rechengesetze:

1 Jaj=|al; 0<laja<al;|a<x=-x<as<x;a<xund-a< x=la|<x
2. [a* b[=la]* o]

3. la+b|<[al + [b| Dreiecksungleichung
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Beweise:

zul. folgt aus Definition;

zu2. 1. Fdl:a20undb>0 = a*b>0=|al* [bj]=a* b=|a* b|,
2.Fal:a>0undb<0=a*b<0=al* |b|=a* (-b)=-(a* b)=]a* b,

USW.
zu3. Esgilta<|alundb<|b|=a+b<|a|+ |b|, *)
andererseits gilt -a< |-a| = [ajund -b < |-b| = |b| = —(a + b) < |a] + |b], (**)

aus (*) und (**) und 1. folgt die Dreiecksungleichung.

Satz

4. Sind a und b rationale oder reglle Zahlen mit a < b, so existiert eine rationae bzw. reelle
Zahl cmita<c<b. Man sagt, dierationalen und diereellen Zahlen liegen dicht in IR.

5. Satz von Archimedes (287-212 v. u. Z., Syrakus auf Sizilien)
Sind a, b rationale bzw. redlle Zahlen, a > 0, so existiert stets eine natirliche Zahl n, so
dassn* a>bh.

Beweis zu 4:
Seia<b=a+ta<a+bunda+b<b+b(Monotonie) = 2a<a+b<2b=a<(a+b)2
< b. Also liegt das arithmetische Mittel ¢ = (a + b)/2 zwischen je zwei Zahlen a und b.

Anmerkung:
Im Gegensatz zu den rationalen und reellen Zahlen, die in IR dicht liegen, sagt man, dass die
naturlichen Zahlen diskret sind.

3.5 Dezimaldarstellung der reellen Zahlen

1. Fall: ae IN, dann gilt (siehe Kapitel 3.1.10)
a:i:nZo al0',a,#0,a ¢ {0,1, ..., 9}
Schreibweise: a=a, an1 ... &1 a

2. Fall: ae Z\IN, dannist a negative Zahl, und es gilt
a:-éoa,-loi ,an20,a¢€{0,1, ..., 9
Schreibweise: a= - ap an.1 ... 1 &

3. Fall: ae IR\Z,
dann existiert eine ganze Zahl g, so dassg < a< g +1 (Satz von Archimedes).
Wir zerlegen nun das Intervall [g, g + 1] in 10 gleiche Teile, aliegeimi. Tell-
intervall (0<i<9). Wirsetzend_;:=1.
Fall a: afalt mit dem linken Endpunkt des Teilintervalls zusammen, dann gilt:
a=g+d.*10™.
Schreibweise: a=g,d;
Fall b: sonst, dann gilt g+d.;* 10’<a<g+ (d.1 + 1)* 10™.
Jetzt zerlegen wir dasi. Tellintervall wieder in 10 gleiche Teile. aliege nunim
j. Teilintervall. Wir setzen d ,: = . Es gibt wieder die Félle, dass a mit dem lin-
ken Intervallende zusammentrifft oder im Innern liegt.
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Im ersten Fall issta=g+d.;* 10* +d.,* 10  wir schreiben a =g, d 1d ..
Im zweiten Fall zerlegen wir weiter in Tellintervalle usw. Somit ergeben sich
also zwei Féle fur die Dezimaldarstellung einer reellen Zahl.

endlicher Dezimalbruch unendlicher Dezimalbruch
a=g,d-1d-2...d-n a= g,d-ld-z...d.n...

aistrationdeZahl p/q(p,qe IN, q#0) periodisch nicht periodisch
und g =2* 5 aistrationalezahl  aistirrationale Zahl
Beispiele: 1/4 = 0,25; 1/8 = 0,125; 1/25=0,04  1/3=0,33333... V2 =1,4142135...

1/7=0,14285714...

Divisionsalgorithmus zur Umwandlung eines Bruchsin einen Dezimalbruch
Seia=p/q(p,qe IN,q=0)

p=g*q+n 0srni<q
1O*r1=a1*q+r2 0< r<q

10*rp=a*q+rs 0< r3<q

iEs gilt: p/ q=g, a1 & az ..., und nach héchstens g Schritten muss sich ein Rest wiederholen,
also wird der Dezimalbruch periodisch.

3.6 Machtigkeiten

Seien M, N Mengen.

Definition  Gleichméachtigkeit

M ~ N (M ist gleichmachtig zu N): < Esgibt eine 1-1-Abbildung f von M auf N.
Satz Die Gleichméchtigkeit ist eine Aquivalenzrelation.

Definition  Abschnitt von nattrlichen Zahlen A(n) : = {m: me IN und m< n}

Definition M ist endlich: < Es existiert eine natirliche Zahl n mit M ~ A(n).

Diese eindeutig bestimmte Zahl n heil3t M &chtigkeit oder Kardinalzahl von M und wird mit
|[M| oder card(M) bezeichnet.

Der Begriff der Kardinalzahl kann auf unendliche Mengen erweitert werde. Dazu definiert
man card(IN): = X
(sprich: Aleph Null, X ist der erste Buchstabe im hebréischen Alphabet).

Erweiterung der < - Relation auf Kardinalzahlen:
IM| £ |N|: < Es existiert eine 1-1-Abbildung f von M auf eine Teilmenge N '
von N.

Definition  Mist abzahlbar unendlich: < M ~ IN < card(M) = X
Definition M ist hochstens abzéhlbar: < card(M) < Xy
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Fur die Zahlenberei che gelten nun folgende M &chtigkeiten:
e |IN, Z und Q sind abzéhlbar unendlich.
p

Um die rationalen Zahlen abzuzahlen, stellt man sie durch Briiche a dar, und diese wie-
derum erfasst man systematisch in einer Tabelle:

3 4 5

= Rl

[N WIN NN RN

Nl Wl

Nun. kann rﬁan Iinks oberi beginﬁen, die Zahlen in Schragreihen abzuzdhlen. Um keine
Zahlen doppelt zu haben, nimmt man nur die teilerfremden.
Dieses Verfahren heifét 1. Cantor sches Diagonalver fahren.

e DieMengelR der reellen Zahlen ist nicht abzahlbar.
Schon die Menge der Zahlen im Intervall ]0O, 1] : ={x: x € IRund 0 < x < 1} ist nicht ab-
zahlbar.
Beweisidee (indirekt): Angenommen, man kdnne die Zahlen doch durch x;, X2, X3, ... ab-
zahlen. Jede dieser Zahlen kann man als Dezimalbruch wie folgt darstellen:

x1=0,apapas. ..
Xo=0,a0 a2 a3...
X3=0,a831 8 azs3. ..

Xn=0,amapang3. ..
Nach dem 2. Cantor schen Diagonalver fahren bildet man nun einen Dezimalbruch
z=0,Cc1C2C3...Cq...,Wobe ¢ verschieden von a;, 0 und 9 ist (O und 9 werden ausge-

schlossen, damit die Perioden 0 bzw. 9 nicht auftreten konnen). Diese Zahl z kommt aber
unter den aufgezéhlten Zahlen x; (i = 1, 2, 3, ...) nicht vor.

3.7 Zahlendarstellung im Computer

Der Speicher eines Computers ist in Speicherzellen aufgeteilt, die durchnummeriert sind.
Eine Speicherzelle besteht aus einer festen Anzahl von Bits.

Adresse Nummer einer Speicherzelle
Bit (binary digit)  kleinste Speichereinheit, kann genau zwei Zustande annehmen
Wortlange Anzahl der Bits pro Speicherzelle

Im Computer konnen Zahlen auf zwel verschiedene Weisen dargestellt werden: mit Fest-
komma (Festpunkt) oder mit Gleitkomma.
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Festkommadar stellung

Bel der Festkommadarstellung ist neben der Wortlénge n auch die Stellung des Kommas fest-
gelegt. Von der Wortlange n entfallen z. B. 1 Bit auf das Vorzeichen, n; Bits auf die Stellen
vor und n; Bits auf die nach dem Komma. Im kaufmannischen Bereich verwendet man im
Allgemeinen n, = 2, zur Darstellung ganzer Zahlenist n, = 0.

Die negativen ganzen Zahlen werden im Zweierkomplement dargestellt: Sel z. B. n = 8.
Dann entfélt das erste Bit auf das Vorzeichen, 0 bedeutet + und 1 bedeutet -. Gilt nun 0 < X
< 2" — 1 und ist Dy Dualdarstellung von x, so wird —x dual durch Dy + 1 dargestellt, wo-
bei Dy aus Dydurch Austausch von Nullen und Einsen entsteht.

Beispiel: x=34=2°+2'= 0010 0010 = -x =-34 = 1101 1101 + 1 = 1101 1110.
Gleitkommadar stellung

Die Gleitkommadarstellung beruht auf der Tatsache, dass jede reelle Zahl zin der Form
z=m* 10° bzw. z=m * 2° darstellbar ist. Dabei heiRen m bzw. m Mantisse und e bzw. €
Exponent. Damit die Darstellung eindeutig ist, wird die Mantisse normiert. Bel Turbo Pascal
(Typ Real) z. B. ist die Mantisse wie folgt normiert: 1 < |m| < 10, und es werden 10 Stellen
nach dem Komma angezeigt.

Beispiele: 0,0001248 - 1,248 * 10 - 1.2480000000E-04
- 237555,72477123 > - 2,3755572477123 * 10°> > -2.3755572477E+05

Die Speicherung einer Gleitkommazahl erfolgt nun durch Speicherung des Vorzeichens, der

Mantisse und des Exponenten.

Bemerkungen:

e Dieléangeder Mantisseist fir die Genauigkeit der Darstellung zustandig.

e DieAnzahl der Bitsfir den Exponenten gibt die kleinste bzw. die grofdte darstellbare Zahl
an.

e Be der Festkommadarstellung wird der zuléssige Zahlbereich aquidistant Gberdeckt.

e Be der Gleitkommadarstellung kann nicht jede Zahl zwischen der kleinsten und grofdten
dargestellt werden, z. B. muss 1/3 = 0,333333... gerundet werden. Diese Tatsache ist eine
Fehlerquelle.

Beispiel Datentyp Real bei Turbo Pascal:

Vorzeichen 1 Bit
Mantisse 39 Bit
Exponent 8 Bit
Insgesamt also 48 Bit = 6 Byte.

Der Exponent kann also Werte zwischen -128 und 127 annehmen. Damit ist die grof3te dar-
stellbare Zahl 2*#" = 1,7 * 10* und die kleinste positive Zahl 2®=29* 10 .
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